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UvoD

Pri studiju vrst nas najbolj zanima ali le-ta konvergira (se jo da seSteti), ali divergira
(se je ne da sesteti). Za konvergenco vrste poznamo razlicne kriterije, npr. D’Alembertov
kvocientni kriterij, Cauchyjev korenski kriterij, Raabejev kriterij, Cauchyjev integralski
kriterij in druge [1]. Nasteti kriteriji se uporabljajo pri studiju konvergence vrst s pozitiv-
nimi ¢leni, na katere se bomo omejili v tej nalogi.

Vendar pa nasteti testi ne povedo vedno, ali nasa vrsta konvergira. To nas bo skozi
celotno nalogo motiviralo za vpeljavo izpopolnjenega Raabejevega kriterija in drugega
kvocientnega kriterija.

PONOVITEV

Za razumevanje naloge bomo potrebovali nekaj izrekov, ki jih poznamo ze od prej.

Izrek 1 (Primerjalni kriterij). Naj velja 0 < a, <b,,n=1,2,3,....
(1) Ce 32 a, divergira = >.°0 | b, divergira.
(2) Ce 32 | b, konvergira = > °° | a, konvergira.

Dokaz. Naj bodo S,, delne vsote vrste >~ a, in S!, delne vsote > 7 | by,.
Sn:a0+a1+"’+anSS:@:bo—i‘bl—F"'—i—bm kerao Sbo,al Sbl,...,angbn.
(1) >°0° | b, konvergira < S/ navzgor omejena = S, navzgor omejena < » >~ a,
konvergira.
(2) >°0° | a, divergira < S,, navzgor neomejena = S/, navzgor neomejena < » - b,
divergira.

O

Pri dokazovanju izpopolnjenega Raabejevega testa bomo potrebovali Se kvocientni pri-
merjalni test, ki ga Se ne poznamo, a ni tako tezek za razumevanje.

o0
=1

Izrek 2 (Kvocientni primerjalni test). Naj bosta )~

an+1 > bn+1
an — b

an in Y oo by vrsti s pozitivnimi
clent in naj velja za vse n od nekega naprej. Tedaj velja: ce vrsta Y~ by,
divergira, potem tudi vrsta y . | a, divergira.

Dokaz. 1z =2 > b’;ﬁ sledi

nt1 o o o S OV
bn—i—l_bn_ _bN’

zavsen > N, torej

an
An+1 Z b_bn+1-
N
Ker je $2 neka konstanta (npr. c), dobimo:

Qpy1 > C- by,
Ker > | b, divergira, po primerjalnem testu vemo, da tudi >~ a, divergira. ([l
Izrek 3 (Raabejev test). Naj bo Y > | a, vrsta s pozitivnimi cleni in R, = n(a:ﬁ — 1).
Tedaj velja:
(1) Ce za vsak n od nekega ng naprej velja R, > r > 1, tedaj vrsta Yoo | an konvergira.
(2) Ce za vsak n od nekega ng naprej velja R, < 1, tedaj vrsta >°° | a,, divergira.
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Opomba 4. Ce obstaja limita lim,,_,o R, = R, potem velja:
e Ceje R> 1, vrsta > | an konvergira.

n=1

o Ce je R < 1, vrsta Zfbo:l a, divergira.
e (e je R =1, o konvergenci oz. divergenci vrste ne moremo soditi.

. . . [e'e) 1
Dokaz. Naredimo primerjavo z vrsto )~ —.
(1) Naj bo R,, > r > 1zan > ng. Sledi
an, r
—1>—, n>ng,
Ap+41 n
oziroma
G, r
(*) > 1+ —, N >ng.
An+1 n
Najbo 1l <s<r. Kerje
1+x2)°—1 s(x +1)57t
lim% :hmu =s,
z—0 X x—0 1
je
1+1)¥—1
lim % =s5<r.
n—00 =

Zato za vse n od nekje naprej velja (1 +1/n)* —1 <r-1/n,n > my > ny, to je
(1+1/n)°* <14r/n,n>my>ny. Zaradi (x) je

oy

An+1

Torej

za vsak n > mgy > ng. Zmnozimo

1 s 1 s
Cln0+1 an0+2 (077 (mﬁ-l) <n0+2>

S
Ung Onot1  Om—1 (L)

in dobimo

)
Ay, < =l — ), m>ny.
1 m
(%)
Torej je vrsta iz ¢lenov, ki je konvergentna (saj > ., (1/m)® konvergira, ker je
s > 1), majoranta za vrsto an, + an,+1+ - - - Ker majoranta konvergira, nasa vrsta

konvergira.
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(2) Naj bo R,, <1 za vse n > ng. Torej

n( n —1)§1, n > nyg,

an+1
oziroma ] 1
Qy, n
S ]- + - = 9 n 2 n07
Gnt1 n n
1
An41 > n+1 )
= 71
Qp, poy

Ker Z;’Oﬂ% divergira, po kvocientnem primerjalnem testu divergira tudi vrsta

Ziil (.-
O

Spomnimo se Se na D’Alembertov kvocientni kriterij za konvergenco vrst s pozitivnimi
¢leni, ki ga bomo potrebovali pri vpeljavi drugega kvocientnega testa.

Izrek 5 (D’Alembertov kvocientni kriterij). Naj bo Y ", a, wvrsta s pozitivnimi ¢leni.
Tvorimo zaporedje D, = L. Velja:

(1) Ce obstaja q < 1 tak, da za vsak n > ng velja D,, < q, sledi da vrsta >
konvergira.

(2) Ce za vsak n > ng velja D,, > 1, sledi da vrsta >°°° | a,, divergira.

an

Ce obstaja limita lim,, .. D, = D, velja:
e Ceje D < 1, potem vrsta > | an konvergira.
o Ce jge D > 1, potem vrsta 220:1 a, divergira.
e Ceje D =1, o konvergenci oz. divergenci vrste ne moremo govoriti.
Dokaz. (1) Naj bo D, < g < 1(n > ng). Torej sledi ==+ < ¢ (n > ny), oziroma
ani1 < qa, (n > ng), zato je za vsak m > 1

ano-l—l S an()(L

2
Upg+2 < Upo41q < Apeq”,
3
an0+3 S an0+2q S anoq )

anOer S anoqm-
Sledi, da je vrsta ay,, +an0q+an0q2 -+ ... majoranta za vrsto a,, + anyt1 4+ Angr2+- -
Ker je 0 < g < 1 vrsta 1 + ¢ + ¢* + ... konvergira, zato tudi vrsta a,, + a,,q +

anyq* + . . . konvergira. Ta vrsta pa je majoranta za dy, + Gng41 + Gpgi2 + - - -, tOr€]
po primerjalnem kriteriju konvergira tudi slednja. Zato tudi vrsta a; +as+asz+. ..
konvergira.

(2) Ce je D, > 1,n > ny, je az—:1 > 1 zan > ng. Torej je {a,}32, narascajoce
zaporedje pozitivnih Stevil, a, tako ne konvergira k 0, ko gre n proti neskoncno,
zato vrsta divergira.
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IZPOPOLNITEV RAABEJEVEGA TESTA

Poglejmo si primer, ko Raabejev test zataji.

. - —1)lnl4n
Primer 6. Razisci konvergenco vrste Y~ | %

an 1 1\1/2
- (1 + —) (1 + —) .
Ant1 2n n

Zamdz'(l—i——) —1+ + 8+16+ . Je
1
2
n

B =n( (14 5;) (1+

Po Raabejevem testu vidimo, da o konvergenci oz. divergenci vrste ne moremo govoriti.

Nagprej izracunamo

3

1
_ 8 4 >_1>_1+§+... n zato

Zanimivo je opazovati konvergenco iste vrste, ki ji odstranimo prvi ¢len. To ne bo
vplivalo na konvergenco, saj bo vsota $e vedno konéna (oz. neskoncna), ¢e ji odstranimo
en clen (oz. konéno mnogo ¢lenov).

f: (n —1)Inl4" io: n!(n + 1)i4+
(2n)l\/n 2n+2)Wn+1

n= n=1
Izracunamo
1
a = 1 1/2 1 7
- () )1
(i1 <+n+1 +n—i—1 +n 8n2+
Dobimo .
Rn—1—8—+. in zato
}ﬁln—wm 1-

Po Raabejevem testu vidimo, da vrsta divergira.

To lahko razlozimo z vpeljavo novega testa.

Izrek 7 (Izpopolnjen Raabejev test). Naj bo > °°  a, vrsta s pozitivnimi éleni in

n=1

Ry® = (n— k)( n__ 1).

Ap+1

Ce je R,®™ <1 za nek nenegativen k in vse dovolj velike n, vrsta Y -, a, divergira.

Dokaz. 1z Rn(k) < 1 sledi
G,

(n—k)(

_ 1) <1, torej
An+1

1
an+1 >.1+n7

— 1
n n—k

za vse dovolj velike n. Ker > —L divergira (primerjalni test: > oo, —- > > 1
slednja je splosno znana divergentna vrsta) po kvocientnem primerjalnem testu vemo, da

tudi > "7, a, divergira. O

=

Poglejmo si novi test na prejSnjem primeru.
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Primer 8. Zn ) 72271)),'\";*"

Najprej izracunamo

G _ n 1 . 1 n
Uni1 n  8n?
Dobimo 1 1 -
RO e Y =1- T
(n—1) " -+ 9 + o + ..., torej
R, =% 1~

Po izboljsanem Raabejevem testu vidimo, da nasa vrsta divergira.

Izboljsan Raabejev test je mocnejsi kot divergencni del Raabejevega testa. Za k = 0
namre¢ dobimo R, ¥ = ”(ﬁ — 1), torej ravno Raabejev test.

an+l‘
Vstavljanje k-ja v zaporedje R, ne vpliva na konvergencni del Raabejevega testa, saj

imata zaporedji R,, = n(c,—1) in R,® = (n—Fk)(c, —1) ista stekaliséa v RU{oo}U{—o00}.

Oznac¢imo ¢, = Ker je a, pozitivno zaporedje, je tudi ¢, pozitivho zaporedje.

Trditev 9. Zaporedje R, konvergira k nekemu Stevilu natanko takrat, ko zaporedje R,*
konvergira k istemu Stevilu.

Dokaz. Dokazujemo v obe smeri: (k je fiksno stevilo)

(=) Naj velja R, "% r. Potem iz enakosti 11" = ¢, — 1, pri n — oo sledi: leva stran

enakosti konvergira proti 0, torej mora tudi desna stran konvergirati proti 0. Iz R,* =
n(c,—1)—k(c,—1) = R, —k(¢,,—1), pri n — oo dobimo: desna stran enakosti konvergira
k r, torej mora k istemu stevilu konvergirati tudi leva stran enacbe.

(<) Naj velja R,* "3 7. Potem iz enakosti ffz = ¢, — 1, pri n — oo sledi: leva
stran enakosti konvergira proti 0, torej mora tudi desna stran konvergirati proti 0. Iz
R, = R," + k(c, — 1), pri n — oo dobimo: desna stran enakosti konvergira proti r, torej

mora tudi k istemu Stevilu konvergirati tudi leva stran enacbe. 0

Vedji kot je k, bolj je test natancen, saj R,*) > R,*+1).

Kaj pa prakti¢nost izboljsSanega Raabejevega testa? V prejsnjem primeru je bilo dovolj
ze, da smo izracunali R,"". Kaj pa v poljubnem primeru? Koliko racunanja bo potreb-
nega, preden bomo nasli pravi k7 Skoraj nujno je vpeljati preprosto posledico, ki nam bo
zelo olajsala delo.

Posledica 10. Naj bo > 7 | a, vrsta s pozitivnimi éleni, za katero velja

n(azil -1) = 1+o(%).

Potem Y7 | a,, diergira.

Dokaz. 1z enakosti sledi:

an, 1 M
—l< ot
Ap41 n
za neko pozitivno stevilo M in vse dovolj velike n.
1 M 1
RO < ar (e My oL
n o on n

torej R,"™*Y < 1 za vse dovolj velike n. Po izboljsanem Raabejevem testu torej vrsta

> | ay divergira. O



DRUGI KVOCIENTNI TEST

D’Alembertov kvocientni test, ki temelji na limiti razmerja “*, pogosto zataji v si-

tuacijah, kjer pricakujemo, da nam bo povedal, ali vrsta konvergira oz. divergira. Npr.
pogosto zataji pri vrstah, ki vsebujejo fakultete in koncne produkte. Zelimo vpeljati
strozji test, ki bo poskrbel tudi za takSne primere.

Izrek 11 (Drugi kvocientni test). Naj bo Y | a, vrsta s pozitivnimi éleni. Definirajmo

. Qon . a2n+1
L = max { lim sup —, lim sup
n—oo Ap  n—oo G,

m

. ..o Qop . L Q2p4d
= mm{ liminf —, lim inf .
n—oo a,n n—oo an

Tedaj velja:
(1) Ce L < 5, potem vrsta Y | a, konvergira.
(2) C:'e > %, potem vrsta >, a, divergira.
(3) Cel < % < L, o konvergenci oz. divergenci vrste .~ a, ne moremo govoriti.

Dokaz. (1) Najbo L < % in r tak, da velja L < r < % Potem obstaja tak IV, da velja

Q2n, . A2n+1
— <7r In

an an

<r

za vse n > N. Oglejmo si vrsto le za velike n od tega N naprej.

Z an = (an + any1+ -+ aan-1) + (@an + @an1 + -+ aan-1)+
n=N

+(Q4N+Q4N1+"'+G8N—1)+"'+
+ (agrn + Gk ygq + -+ Ggeriy_q) oo

[
NE

(agrn + Agknpr + -+ agrniy_q).

=

=0

Naj bo Sy = agky +aoey 1+ Fagwi1y_1zak =0,1,2,... Ker velja ag, < 7-a,
in ag,11 < r-a,, imamo za vsak k

Sk = (ageny + ageny1) + (kN2 + Agrngs) + -+ (Agrii 200kt N_1)
S 27ﬁ(a2k71N) + 2T(a2k71N+1> + 4 2T(a2kN_1>

= 2T(a2k—1N + Aok—1N41 + -4 a2kN71) = QTSk_l.

Z indukcijo na k dobimo Sj, < 2F7*S, za k > 1. Torej

S0 =35 23S0 = 53 (2 <,
n=N k=0 k=0 k=0

saj jer < % Zakljucimo, da >~ | a, konvergira, ¢e je L < %
(2) Naj bo [ > % in r tak, da velja % < r < [. Potem obstaja tak NV, da velja

A2n . A2n+1
— >7r 1n >
(07% 0%
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za vse n > N. Oziroma ag, > - a, in as,1 > 7 - a, za vse n > N. Naj bo Sj kot
zgoraj. 7 indukcijo na k lahko pokaZemo, da velja Sy > So(27)* za k > 1. Ker je
r> %, velja

ian = 3 S > i(%)k = Soi(%)k = 00.
n=N k=0 k=0 k=0

Zakljucimo, da > a,, divergira, ce je [ > 3.

(3) Oglejmo si vrsto > °°  a,, kjer je a, =

1 . Uporabimo integralski test za

1
n(lnn)P

konvergenco s substitucijo Inz = u (%dx = du) in dobimo:

/°° dx _/Ood_u_{<oo p>1
1 z(lnx)P 0 up =00 p<1°
Torej vrsta konvergira pri p > 1 in divergira pri p < 1. Ce izracunamo limito:

. Gy . n(lnn)? 1
lim — = lim ———— = —.
n—oo @, n—oo2n(In2n)P 2

V tem primeru je ravno [ < % < L, o konvergenci oz. divergenci pa ne moremo

govoriti.
O
V veliko primerih obstajata limiti lim,, ;o = in lim,, “i’ZJ Vidimo, da potem velja:
n
. A2n N . Q2 . . A2n41 ..o Qop4d . QG2p1
limsup — = liminf — = lim — in limsup = lim inf = lim ——.
n—oo Qdn n—oo Uy n—00 (p n—00 ap, Nn—00 Qanp, n—oo  dp

V tem primeru se drugi kvocientni test malce poenostavi. ZapiSimo ga v posledico.

Posledica 12. Naj bo Y 7 a, vrsta s pozitivnimi éleni in naj obstajata limiti Ly =
limy, 00 922 in Ly = lz’mnﬂoo”a#:l. Oznacimo L = max{Ly, Ly} in | = min {Lq, Ly}.

(1) C:’e L < 3, potem vrsta ", a, konvergira.

(2) Cel > 3, potem vrsta Y .- | a, divergira.

(3) Cel < % < L, pa o konvergenci oz. divergenci vrste 220:1 an ME MOTemMo govoriti.

Dokaz. Dokaz je analogen dokazu drugega kvocientnega testa. 0

Poglejmo si nekaj primerov. Pri vseh treh primerih nam kvocientni test ne pove nic¢
o konvergenci vrste, medtem ko je drugi kvocientni test uspesen. Z Raabejevim testom
lahko preverimo, da nam je dal drugi kvocientni test res pravi rezultat. Za zgled bomo
prvi primer resili z vsemi tremi testi, drugega in tretjega pa le z novim drugim kvocientnim
testom.

Primer 13. Naj bo a,, = #
e Kuvocientni test:

Ap+1 . 1 n— 00 1

. (1+ %)P

O konvergenci oz. divergenci vrste ne moremo govoriti.

e Raabejev test:
1\P
n
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uporabimo L’Hopitalovo pravilo in dobimo

(1+Lp—1 1\ p-1 p>1 konvergira
lim R, = lim ——%—— = lim p(l + —) =p=4 p<1l divergira

? pomeni, da nam Raabejev test ne pove ni¢ o konvergenci oz. divergenci vrste.
e Drugi kvocientni test:

. A2n, . 1
lim — = lim — = —,
n—o0o Q, n—oo 2P op

. Aon+1 . 1 1
lim = lim ——— = .
n—oo n—00 (2 + ;)p op

Ker velja Qip < % natanko takrat, ko je p > 1 in 2% > % natanko takrat, ko je p < 1,
sledi, da vrsta konvergira za p > 1 in divergira za p < 1.

1.3:5-(2n—1)

SCESy I Potem je:

Primer 14. Naj bo a,, =

Qi1 _ Gon _ (2n+1)2n+3)---(4n —1)
an, — a, 2"(n+2)(n+3)---(2n)(2n+1)
2n+3)2n+5)---(4n—1)
2"(n+2)(n+3)---(2n)

B 1<2n+3)<2n+5) <4n—1>

2\2n+4+4/\2n+6 4n

- 1<4n—1>n—1 B 1(1 1 >n—1
2\ 4n 2 4dn '

Ker je lim,,_,o (1 — 2)"71 = ) sledi

4n e
. (2p41 . Q2n 1
lim su <limsup — < < -,
n—>oop n n—>oop Qn 2\75 2
torej vrsta, po drugem kvocientnem kriteriju, konvergira.
. . . o (n—1)! .
Primer 15. Naj bo z > 0 in a, = (EICEm e el Potem je:
Aoni1 _ Qop (n)(n+1)(n+2)---(2n—1)

< 2
an ~ ap, (m+14+z)n+2+2)---2n—1+2)2n+2)

_n(n+1><n+2) (2n—1>
S+ ar\n+l4z/\n+2+x on—1+x

< n (271—1 )”—1_ n <1 T )n—l
“m4+x\2n—1+4+zx C n+x on—14+x ’

Ker je
n—1 1
lim — (1 -t ) = e/,
n—oo 2n + x 2n—1+=x 2
sledi
n . n 1 _ 1
lim sup Q2n 1 < hmsupai < et < 2
n—00 (7% n—oco An 2 2

Po drugem kvocientnem testu vidimo, da vrsta konvergira za x > 0.

Za konec si poglejmo Se splosnejSo razli¢ico drugega kvocientnega testa.
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Izrek 16 (m-ti kvocientni test). Naj bo Y~ | a, vrsta s pozitivnimi ¢leni in m > 1 fiksno
Stevilo. Definirajmo:

. Qmn . Amn41 . Amn+m—1
Ly = limsup , Ly = lim sup yovoy Ly = limsup ———,
n—oo  Qp n—00 (07% n—00 Qp

Amn4+m—1

I = liminf 7% 1, = liminf Z2%FL 1 — liminf
n—oco n—o00 Qp, n—o00 any,
Naj bo L = max{Ly, Lo, ..., Ly} inl =min{ly,ls,... 1}
(1) C:'e je L < L. potem vrsta > -, a, konvergira.
(2) Cejel > %, potem vrsta > o, a, divergira.
(3) Cejel <L <L, o konvergenci oz. divergenci vrste > o

n=1

n=1 Qn M€ MOTEMO gOUOT’ZtZ

Ce vstavimo m = 2, dobimo ravno drugi kvocientni test.

Dokaz. Dokaz je zelo podoben dokazu drugega kvocientnega testa, le da 2 zamenjamo z
m.

(1) Naj bo L < % in r tak, da velja L <71 < % Potem obstaja tak N, da velja

Qmn <r Amn+1 <r Amn4+m—1 S r

— ) - A

Qn an an

za vse n > N. Oglejmo si vrsto le za velike n od tega N napre;j.

Z an = (any + ans1+ -+ amn-1) + (@mn + Gy + -+ Gpey_1)+

(amQN + Ayt + 0 amngl) + e+
(

QN + Ak N+1 +-+ amk‘HNfl) +

= Z (amkN T QpkNyr + 00 T akarlel)'
k=0
Naj bo Sk = aprny + Qg1 + - + Qprriy_g za b = 0,1,2,... V Si vza-
memo skupaj po m ¢lenov in doblmo Sy <mrSg_1 <m rkSo (to formulo lahko,
podobno kot prej dokazemo z indukcijo).

Torej je
ian:iskgf: (mr) SOZmr < 00,
n=N k=0 k=0

saj velja r < % Zakljucimo, da >~ | a, konvergira ¢e je L < %
(2) Naj bo [ > % in r tak, da velja % < r < [. Potem obstaja tak NV, da velja
Amn, = Qmn+1 mn4+m—1

T, >r ..., —>T

za vse n > N. Naj bo Si kot zgoraj. Z indukcijo na k lahko pokazemo, da velja
Sy > So(mr)F za k> 1. Ker je r > -, dobimo

ian = f:Sk > i(mr) = Soi(mr)k 00
n=N k=0 k=0 k=0

Zakljucimo, da > °7  a, divergira, ¢e je [ > =

10
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(3) Oglejmo si vrsto > > . ay, kjer je a, =

n=1

in divergira pri p < 1. Vendar je

—n(lnln)p. Vemo, da vrsta konvergira prip > 1

: : n(lnn)P 1
lim = lim ———— = —.
n—oo @,  noocomn(lnmn)?  m

amn

V tem primeru je ravno [ < % < L, o konvergenci oz. divergenci pa ne moremo

govoriti.
U
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